DYNAMIKA - DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

1.  D-1 - Rodwnania rézniczkowe ruchu punktu materialnego
Zad. 1.1

Motocyklista porusza sie po A
ptaszczyznie AB nachylonej
do poziomu pod katem a. B A X
W punkcie B osiggajac

predkos¢ Vs, opuszcza A%
ptaszczyzne AB i spada S
ponad kanatem w punkcie C

na poziomg ptaszczyzne. Sita 0 h
P dziatajaca na motocykl jest A
stala na calym odcinku AB.
Oblicz predko$é w punkcie A a 30° c
a takze odlegtos¢ d, na jakg P 0
maksymalnie dolecie¢ moze
motocyklista tak aby unikng¢ AB [m] 40
upadku do kanatu. Opory
toczne oraz opory powietrza |Vvs[m/s]| 4,5
poming¢, motocykl potra-
ktowac jako punkt materialny.

him] | 1,5 o

Aby rozwigza¢ zadanie, nalezy sformutowac¢ réwnanie dynamiczne w kazdym poduktadzie tj. w xyy; oraz
W Xy.

W pierwszym ukfadzie rownanie dynamiczne przyjmie postac, ktéra kolejno catkujac po czasie i wyliczajac
state C1i C2 z warunkéw poczatkowych zadania doprowadzimy do postaci pozwalajgcej policzy¢ czas ruchu
na odcinku AB, a nastepnie predkos¢ w punkcie A.

mx,=—Gsin«x

X,=—gsin«

X,=—gtsina+C, gdziedlat=0 X,=v,, wiec C,=v,
X,=—gtsina+v, gdzieX,=v,

zatem v =—gtsina+v,

2
x1=—%sina+\/At+c2 gdzie dla t=0 x,=0, wiec C,=0

2

x1=—%sino<+vAt gdzie x,=AB

2
zatem A_B=—% sina+v ,t

W tym momencie mamy dwa réwnania, ktdére wigza czas, jesli dokonamy podstawienia:



gt
=V.+
Va=Vg 2

2
A - _£
AB=v, t 7]

. 1
w podstawieniu tym dokonano zamiany wielko$ci SIN « =§

AB=v,t+9L gt
552 4

_ gt2
AB=vgt+=—
Vg 4

W dalszym ciggu obliczen wyliczamy czas t, w ktorym motocyklista pokonuje odcinek AB:

4v,t
t2+i_4_|=0
g g
A-16Y: 1648
g’ g
po—b=VA , _—b+VA
! 2a 2 2a
—y .9t
V,=V +Z—
A B 2

Obliczeh nie wrzucitem juz do pliku, niemniej jednak przeprowadzitem je i tego takze bede wymagat na
kolokwium.

W drugiej czesci zadania obliczamy maksymalng szerokos¢ kanatu, jaka motocykliscie uda sie przelecie¢,
tak by bezpiecznie wyladowa¢ na drugim brzegu. Nalezy zatem sformutowa¢ drugie réwnanie dynamiczne.
Pod uwage nalezy wzig¢ fakt, iz jedyna dziatajacq sitg jest sita grawitacji. Czas w tej czesci zadania
bedziemy zapisywaé¢ za pomoca T, by unikng¢ btednych skojarzen z czescig pierwszg zadania. Oba liczone
czasy stanowig odrebne wielkosci. W momencie, gdy motocyklista opuszcza skarpe i rozpoczyna lot nad
kanatem, czas T jest liczony od 0 (zera) do wartosci Tk kiedy motocyklista wyladuje:

my=-G
y=-9
y=—9gT+C5 y ma wymiar predkosci, zatem y=vgsin«,

dla T=0 Cy=vgzsinx

y= +vg;Tsina+C, y ma wymiar drogi, zatem y=0

9T’
2
dlaT=0 C,=0

2
y=—%+ VT sina



W chwili lgdowania motocyklisty przy zatozonym uktadzie odniesienia y = -h co nalezy zapisac jako :

2

—h=—g;— +VvgT sinx

gT’
2

—VgTsina—h=0

2vgT sinx &_0
g g

T2

C 1
PO zamianie sin O(=§

Podobnie jak ostatnio obliczamy pierwiastki rownania kwadratowego, znajdujemy czas (musi by¢ wiekszy od
zera). Po znalezieniu czasu mozemy odnalez¢ szerokos$¢ kanatu d, ktéra wynosi¢ bedzie:

Vg, =V 5COS

d=vg T



Zad. 1.2 v
Ciato porusza sie na poziomym odcinku B, - X,x1
AB o diugosci k w czasie t [s]. IR TS

Wspétczynnik tarcia posuwistego
wynosi f. Cialo opuszcza ptaszczyzne N
w punkcie B z predkoscig vs i osigga \
w punkcie C predkosé¢ vc, przebywajac y1 h
w powietrzu T s. W rozwigzaniu ciato \
przyja¢ za punkt materialny a opory

powietrza omingé. \

Va X
sy | fKImIhim] e d T :/

7 02| 8 20 | ?|?

Przy powyzszych danych i szukanych budujemy réwnania dynamiczne najpierw dla uktadu x4y, a nastepnie
dla xy.

mx,=—T T=fN N=G T=fG

mx,=-fmg

x,=—fg

x,=—fgt+C, gdzie dlat=0 x,=v,, wiec C,=v,
x,=—fgt+v, gdziex,=v,

zatem vz=-fgt+v,

2
x1=—ngf+vAt+C2 gdzie dla t=0 x,=0, wiec C,=0
2
X1=_fgzt +v .t gdzie x,=k
2
zatem k=—ngt+VAt

W zadanych warunkach zadania znane jest nam k oraz va wiec z ostatniego réwnania policzy¢ mozemy
czas t, w jakim ciato pokonuje odcinek AB = k:

fgt?
2 2Va, 2k _
t°— f t+fg =0

Analogicznie jak w poprzednim zadaniu wyszukujemy pierwiastkéw réwnania i znajdujemy czas t. Jesli
wyznaczymy czas, wtedy bez problemu mozemy wyliczy¢ predkosé ve:

vg=—fgt+v,



Po wyliczeniu predkosci v mozemy przystapi¢ do drugiej czesci zadania, gdzie przy pomocy drugiego
réwnania dynamicznego obliczymy zgdane wielkosci d i vc. Jedyng dziatajacy sitg jest sita grawitaciji,
mozemy zatem zbudowac réwnanie dynamiczne i odpowiednio catkujgc je po czasie bedziemy w stanie
wyliczy¢ pr

my=G
y=9
y=9gT+C5; y ma wymiar predkosci, dlaT=0 y=0 zatem C;=0,

gT’
2

y= +C, y mawymiar drogi, dlaT=0 y=0 wiec C,=0

_gT?

2
Dla szukanego czasu T, y = h, wiec rGwnanie przybierze postac:

gT?
2

r=2
g

Po obliczeniu czasu T, bedziemy mogli obliczy¢ odlegto$¢ d. Jest to odlegtos¢, na jaka przemiesci sie
w czasie T ciato przemieszczajace sie ze statg predkoscig ve:

h=

d=v,T



2. D-4 — Catkowanie rownan dynamicznych ruchu punktu materialnego w ruchu wzglednym

Rozwigzywanie roéwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego jest sumg rozwigzania ogoélnego

rébwnania rézniczkowego jednorodnego i rozwigzania szczegdlnego
niejednorodnego.

1. Metoda uzmiennania statej

1.1.  Znajdujemy catke ogdina.

dy
dx

dy _
dX+p<X>y—0

d—y=—p(x)dx

y
dey=—fp(x)dx

Inlyl=—[ p(x)dx
y=Ce—fp(x)dx

+p(x)y=q(x)

1.2.  Uzmiennianie statej.

C=C(x)
y=Ce—fp(x)dx

1.3. Rdzniczkujemy wzgledem x
y=Cx)je P x)e P (—p(x)

dy

rownania

1.4. Podstawiamy do réwnania. ——+p(X)y=q(X)=y +p(x)y=qg(x)

ax

1.5. Uzyskane C(x) wstawiamy do y=C(X)eff px)ax

y,=el P [ g(x)e!P¥* dx - catka szczegdina

ROZWIAZANIE KONCOWE:

Yi=Yt+Y,
Y =C(x)e  PHo gl g (x)el PH¥ gy

rézniczkowego



Zad. 2.1 — Ciaston D2-2

Znalez¢ réwnania ruchu ciata M o masie m, przyjmujgc je za punkt
materialny znajdujacy sie pod dziataniem sity zmienne;j sity P.

mkal PINI f | x, | X, | «
0,25 | 100 |0,3| 0,03 0,5 60

Dla ukfadu budujemy réwnanie dynamiczne:

X: mx=P-Gsina—T
Y: O=N-Gcosx
N=Gc0560°=g—5
_fG
2

mk:P—Gsina—fg

fg

2
X=400x-8,49-1,47
x=400x-9,69

T=fN
)"<—P—— Ssino—
_m g

Nastepnie dokonujemy podstawienia: x=a Xx=0 x=0

Xx=400x-9,69
0=400a-9,96
a=0,0249

Xx—400x=0

Xx=400x

x=e" x=re" x=r’e"
r’e"=400e"

r’=400

r=20 lub r=-20
X=C1e20t+C2e—20t

rozwigzanie ostateczne — x=C,e**+C,e **+0,0249

Ostatecznie state C oraz C, wyliczamy z warunkéw poczatkowych.




